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Systémes de coordonnées

Compétences

O Exprimer les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée.
1 Utiliser le systéme de coordonnées cartésiennes.

( Utiliser le systéeme de coordonnées cylindriques.

1 Utiliser le systéme de coordonnées sphériques.

Questions de cours des interrogations orales

[ Présenter les coordonnées cartésiennes d’un point et donner leurs bornes. Donner 'expression et schématiser
le vecteur position, le déplacement élémentaire, I’élément de volume et les 3 éléments de surface. Déterminer
grace a un calcul d’intégrale 'aire d’un triangle rectangle isocele de hauteurs [ situé dans le plan (Oyz).

1 Présenter les coordonnées cylindriques d’un point et donner leurs bornes. Donner ’expression et schématiser
le vecteur position, le déplacement élémentaire, 1’élément de volume et les 3 éléments de surface. Déterminer
grace a un calcul d’intégrale I'aire latérale d’un cylindre.

[ Présenter les coordonnées sphériques d’un point et préciser leurs bornes. Donner I’expression et schématiser
le vecteur position, le déplacement élémentaire, ’élément de volume et les 3 éléments de surface. Déterminer
grace a un calcul d’intégrale le volume d’une boule.
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Résumé du cours

1. Coordonnées cartésiennes

1.1. Définition

En coordonnées cartésiennes, un point est repéré par la distance algébrique entre son projeté sur chacun des axes

et 'origine du repere.

Les coordonnées d’un point sont notées x € R, y € R et z € R.

Les vecteurs de base sont les mémes en tout point de I'espace.

Le vecteur OM s’exprime comme OM = z€, + y€, + 2€,.

Le déplacement élémentaire s’exprime comme dl = dzé, + dye, +dze,.

1.2. Elément de volume

L’élément de volume a pour volume dV =dz -dy - dz.
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Application 1

#

calcul d’intégrale.

Déterminer le volume d’un parallélépipede rectangle de hauteur h, de largeur [ et de profondeur p grace a un

Application 2

#y

repére. On donne sa masse volumique p = ,uo(l + %)

Déterminer la masse du parallélépipede précédent dont le sommet inférieur gauche derriere est a l'origine du

1.3. Elément de surface

Les éléments de surface sont représentés sur la figure suivante.
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‘ Application 3 # |

Déterminer grace a un calcul d’intégrale 'aire d’un triangle rectangle isocele de hauteurs [ situé dans le

plan (Oyz).

2. Coordonnées cylindriques

2.1. Définition

En coordonnées cylindriques, un point est repéré par sa distance a I’axe (Oz), 'angle entre son projeté dans le

plan (Ozy) et axe (Oz) et la distance algébrique entre son projeté sur 'axe (Oz) et l'origine du repére.

Les coordonnées d’un point sont notées r € R*, § € [0, 27 et z € R.

Les vecteurs de base dépendent du point considéré. La base est donc appelée base mobile.
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Application 4 )
Représenter la base mobile aux points de I’exemple suivant.
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Le vecteur OM s’exprime comme OM = ré, + z€,.
R 3 SlolS]


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

Le déplacement élémentaire s’exprime comme dl = dré, + r d0é, + dzé,.

2.2. Elément de volume

L’élément de volume a pour volume dV =dr - r-df - dz.
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‘ Application 5

‘ Déterminer le volume d’un cylindre de rayon R et de hauteur h.

2.3. Eléments de surface

Les éléments de surface sont représentés sur la figure suivante.
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Application 6 “
Déterminer grace a un calcul d’intégrale ’aire d’un disque.

Application 7 &
Déterminer grace a un calcul d’intégrale ’aire latérale d’un cylindre.

2.4. Coquille cylindrique

Lorsque le probleme étudié ne dépend que de r, il peut étre plus aisé d’utiliser une coquille cylindrique.

Une coquille cylindrique est un volume infinitésimal contenu entre deux cylindres concentriques de rayons r et

r+dr.
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L’aire intérieure de la coquille est 27rh, son aire extérieure est 27 (r + dr)h et son volume est
dV = n(r +dr)?h — 7r?h = wh(r? + 2rdr 4+ dr?* — r?) ~ 2wrhdr

On peut aussi retrouver ce résultat en intégrant 1’élément de volume cylindrique selon 6 et z :

h 2
dV = / / rdrdfdz = 2rrhdr
o Yo

[ Application 8 & |

‘ Déterminer le volume d’un cylindre de rayon R et de hauteur h en utilisant une coquille cylindrique. ’

3. Coordonnées sphériques

3.1. Définition
En coordonnées sphériques, un point est repéré par sa distance a l'origine du repere, 'angle entre 'axe (Oz) et
OM et I'angle entre son projeté dans le plan (Ozy) et 'axe (Ox).

Les coordonnées d’un point sont notées r € R, § € [0, 7] et ¢ € [0, 27].
Les vecteurs de base dépendent du point considéré. La base est donc appelée base mobile.
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Application 9 #

Représenter la base mobile aux points de I'exemple suivant.

A

Y

Le vecteur OM s’exprime comme OM = r€,.

Le vecteur déplacement élémentaire s’exprime comme dl =dré, + r dfé, + rsin(6) dye,,.

3.2. Elément de volume

L’élément de volume a pour volume dV = r2sin() -dr -dé - de.

A

[ Application 10 # |

‘ Déterminer le volume d’une boule de rayon R. ’

3.3. Eléments de surface

Les éléments de surface sont représentés sur la figure suivante.
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Application 11 &

Déterminer grace a un calcul d’intégrale ’aire d’une sphere de rayon R.

Application 12 #

Déterminer grace a un calcul d’intégrale I'aire latérale d’'un cone d’angle au sommet 7 et de hauteur h.

3.4. Coquille sphérique
Lorsque le probleme étudié est invariant par rotation d’angles 6 et ¢, il peut étre plus aisé d’utiliser une coquille
sphérique.

Une coquille sphérique est un volume infinitésimal contenu entre deux sphéres concentriques de rayons r et r + dr.

L’aire intérieure de la coquille est 4772, son aire extérieure est 47 (r +dr)? et son volume est
4 3 4 3_4 03 2 2 3_ .3 2
dV = §7T(r +dr)® — 3™ = gﬂ'(r +3r2dr + 3rdr? + dr® — r3) ~ 47r? dr

On peut aussi retrouver ce résultat en intégrant 1’élément de volume sphérique sur les angles 6 et ¢ :

27 ™
dV = / / r? sin(0) dr df dp = 4nr? dr
o Jo

‘ Application 13 & |

‘ Déterminer le volume d’une boule de rayon R en utilisant une coquille sphérique. ’
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